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Bスプライン関数のフーリエ変換の性質について
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1.は じ め に
Fourier解析は周波数分析や時系列解析など多
くの分野で用いられている(参考文献[1]参照)｡
古くはある関数のFourier変換を求めるにはその
関数の近似関数をつくり､近似関数のFourier変
換を解析的に計算する方法が用いられていた (フ
イロンの方法[2])｡この方法だと精度を高くして
計算することは可能だが､一般に計算量が多すぎ
るという欠点を持っていた｡
クー リー とテユーキー (CoolyandTukey)に
よって､Fourier変換を数値的に求める方法とし
て高速フーリエ変換 (FFT)が提案されてからは
解析的な方法は用いられることが少なくなった｡
今回の報告ではまずBスプライン関数の Fourier
変換を解析的に求める公式を与えた｡さらに等間
隔の節点を持つBスプライン関数のFourier変換
の公式を精密にし､古くからの方法において近似
関数としてBスプライン関数を採用した場合にF
FTのアルゴ1)ズムtー組み合わせることができる
ことを示した｡
2.Bスプライン関数
スプライン関数とは多項式を何らかの連続条件
を満たすように接続した区分的に滑らかな関数の
ことであるoBスプライン関数Mkj(i)はその一
種であり､スプライン関数のなかでも特に数学的
に取り扱い易い性質を持っている｡自然数kに対
してJをパラメータとする〝についての切断べき
関数Mh(i,y)-(9-t)f~1を次のように定義する｡
つまり f≦〟のとき
Mh(i,U)-(a-i)All
でありJ≧〟のとき
Mk(i,U)-0
である｡En(nは整数)を大きさの順に並んだ実数
列とし､Iimか 0吉n-- 及び Iimn__0∈nニー∞ を
満たすものとする｡切断べき関数 M (々i,y)の点
E,･_A,Ej_A.1,･･･,I,･に関するk階差分商をk階の
Bスプライン関数 Mkj(i)という.ただLjは整
数を表すOここで E,･lh,Ej_A.1,-･,E,･をBスプラ
イン関数 Mkj(i)の節点といい､関数 f(g)の点
yl,･･･,ykに関する差分商 flyl,･･･,yk]は次のよ
うに定義される｡すなわちk-2に対して
flyl,92]-
及び､k≧3に対して
f lyl,- ,y k]-
I(92)-f(ul)
I/211/1
fly 2,･ - ,y h]-f ly1,- ,g 々_ 1]
yh-yl
である｡
参考文献[3]､[4]によると差分商に関して次
の命題が成り立つ｡
命題2.1
A,lを自然数とすると
ghl[91,- ,Uh.1]-
A+i
:J=1gj
良+1 A+1
uk･2lyl,･･･,yh･l]-:a,2･∑ yzy,･
.7-1 1≦Z<j
A+1
gk･llul,- ,yk･.]- : yz.l･･･yt.
1≦zl≦･.≦tl
が成り立つ｡
命題2.1とBスプライン関数の性質を組み合わ
せて次の命題を得る｡
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命題2.2
W(i)-n,h='l(i-i,･)に対して
Mkj(i)- (-i+Ej_A)王-1u)I(E,_A)
ただLw'(i)は W(i)の導関数であるO
命題2.3
E,･_h<t<Ejを満たす tに対して
Mhj(i)>0
が成り立つ｡その他のJに対して
Mk,･(i)-0
が成り立つ｡
3.日スプライン関数の Fourier変換
命題2.3よりBスプライン関数 Mkj(i)は実軸
上で積分することができるoそこで､ Mh,･(i)のノ＼
Fourier変換 Mhj(W)を次のように定義する.
h'hj(W)-存ttWMk,(i)dt
このとき部分積分を使って計算すると次の定理が
成り立つことが成り立つことがわかる｡
定理3.1
w≠0に対して
Mkj(W,-告 設 e-Z･ywlE,･-A,-,Ej]
′ヽ
が成り立つOただし､e-Z-yzDlEj_A,-･,E,･]はWをパ
ラメータとするyの関数 e~tywの差分商を表す｡
定理3.1の証明
定義より ノ＼
(-iw)A-1Mkj(w)
-FJ-iw)klle-itwMhJ(i)dt
ノ＼
(-iu))k~lMkj(W)
/_:(i)A-1e-'tzDMhj(i)dt
41
-(-1)A-1FJ z'twM'hk'1'(i)dt
となる｡ただし､M(kh,~1)(i)は Mkj(i)の k-2階
導関数を超関数として微分したものを表す｡命題
2.3より実軸上での積分は区間 【Ej_A,Ej]上での
積分としてよいからノ＼
(-iw)A-1Mkj(w)
-(-1)A-lJ:JE_'.e-itwMhh, .,(i)di
となる｡命題2.2より
′ヽ
(-iuJ)hllMh,･(W)
-(-1)h~1(k-1)!
h
:h=0
(El･_A-i)已
W'(fj_A)
となるからこれを代入して
ノ＼
(-iuJ)A-1Mhj(uJ)
A
-(A-1,!:/eJE_'.票 諾 e-1tWdtA-0
となる｡t≧Ej_kでは被積分関数は0だから
ノヽ
(-iw)h~lMh,･(W)
A
-(k-1)!hEo忘TtJ::e-itwdt
を得るowj=0として積分を実行して
ノヽ
(-iw)h~lMhj(u))
A
竿 諜 hE .荒 -
h
-宅 告 岩音蒜
より
hk,･(W)-iB 真宗 三A
一害隷 e-ie,-AWhE.7お
が成り立つoMkj(i)は Ch~2級の関数だから部分 となる｡
積分を用いて
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A
hEok - o
より
hk,I(W)-告訪露
となる｡さらに差分商の結果を用いると
A
訪蒜 -e-I-ywlEj-k･- ･E,･]
だから
hkJ(W)-苦 詳 e-Z.ywk･-A,- IEj]
を得る｡
以下Bスプライン関数 Mh,A(i)が等間隔節点を
持つ場合を考える｡すなわち E｡を固定LS>0
に対して Ej-E｡+jSの場合を考える｡Okj(i)-
0々,･(i,E｡,8)-kMhj(i)とおくと参考文献 [5]に
よると
エok,･(i)dt-1
が成り立つ｡さらに定理3.1より次の結果を得る｡
定理3.2
任意の実数wに対して
∂k,.(W)-9(%)ke-Z.tow-- -か きW
となる｡ただし､
g(I)-垂 ヱ_r
である｡
定理3.2の証明には次の命題3.3を用いる｡
命題3.3
任意の自然数kに対して
∂kj(W)-志 ∂k-I,(l〃)-志∂k-1j-1(W)
が成り立つ｡
命題3.3の証明
定理3.1より
A k!
oh,.(W)=手二義ye~Z"lE,･-A,･-II,･]
である｡差分商の定義より
A
Ok,(W)-
_AL e~Z-ywlE,･-A.I,･･･,E,･]-e~lyWlE,I-A,･･･,Ej-1】
(-iw)A Ej-Ej_A
となる｡走理3.1より
e-Z'ywlE,･小 1,･-･Ej]-i# ∂hllj(W)
e-.ywlE,･-A,････Ej-1]-欝 ∂k-1j-I(W)
ノヽ
であり､I,･-E,_A-kSとともにOhj(W)の式に代
入すると求める式を得る｡
定理3.2の証明
数学的帰納法を用いて定理3.2を証明する｡
まず､k-1のとき
olJ(W)-二㌔
′ヽ e~lyWlEj_1,E,]
Ej-Ej-1
1 e-'EJW-e-柚-1W
-iw E,･- E,L l
である｡Ej-I,_1-8,e-Z'EW-cosEw-isinEwを
利用して整理すると
01,.(W)-蕊 (i(cosI,･wICOSEj-1W)
ノヽ
+sinE,･W-sinI,A_lW)
となる｡三角関数の加法定理を用いると
olj(W)-k sin
ノ＼ (Ej-E,I_I)W
(Ej+E ,._1)u) _. (E,･+ E j_.)uJ
2 2
を得.ち .Ej-E,･-1-8,Ej十E,･-1-2Eo十(2jl1)Sを
代入して整理すると
ol,(W)-孟 sin晋 e-1'EoW-"jll/2,ccノ＼
となり
g(%)-k sin%
だからk-1のとき定理3.2は成り立つ｡
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次に定理3.2が自然数 k-lのとき成り立つと
仮定する｡命題3.3より
∂l･1,･(W)-志 ∂L,･(W)一志 ∂l,-I(W)
である｡k-lのときに定理 3.2が成り立つから
代入して整理すると
′ヽ
01.I,(W)
-b (% )Le-I-Eowte-.(i-;Jew-e-i(,'-1-妄'Sw)
となる｡k-1のときと同様に( )の中を整理す
ると
∂l･.i(W,-孟 sin% 9(普 )le-iEoW-"J-lil"W
となりk-I+1の場合にも定理 3.2が成り立つ
ことがわかる｡
4.FFTへの応用
一般に観測されるデータは誤差を含んでいる.
実軸上の区間[0,T]にN個の標本点 ti-iAi,At
-妄(i-0,1,･･･,N-1)がありこれらの標本点に
対して観測値 yz･が与えられているものとする｡こ
の観測値はある未知関数 f(i)に誤差eが加わっ
てできたものとする｡すなわち
yi-I(ti)+e.(i-0,-･,N-1)
で eiは平均が0､分散が 62の正規分布をする互
いに独立な誤差であるとする｡
これらの有限旺散データのFourier成分を求め
る方法にはFFT法がある｡ここでは与えられた
観測値を等間隔の節郎 j-i･jS(8,0)を持つ
Bスプライン関数 Oh,.(i)の一次結合で近似した
後で定理3.2を用いてそのFourier変換を求め
ることを考える｡ただしノは整数を表す｡
まず自然数Pに対して
S(i)-
P
∑∫-1
C,Ohj(i)
る｡観測値と関数値の残差の二乗和Qを
0-0(cl,-･,Cp)-
43
N_1P i
:(∑C,ok,(tz･)-Uz･)2I-01
とするとこのQを最小にするようにP個のパラメ
ータcl,-,Cpを決定すればよい｡そのためにQ
(cl,-･,Cp)をchで偏微分して正規方程式を求め
その正規方程式を解くことによって cl,- ,Cpを
求めるとよい｡
S(i)に定理3.2を応用すると
∂hJ(W,-g(普)he-I.%叫 ,-
-9(%)he-1,.ew
となるから
′ヽ
S(W)-
P
:)'-1
ノヽ
cjOh,･( W )
3(W,-9(iSw)A,flC,･e-i"a
となるog(i8W)A
質的な計算は
は掛け算を行うだけだから実
の部分であるOよって与えられたN個のデータyl･
の代わりにC,･を用いてFFTのアルゴリズムを組
み合わせてFourier成分を求めることができる｡
5.問題点と今後の課題
今回応用で求めた結果は理論的なものであり､
その有用性を明らかにするにはFFT法や他のス
ペクトル計算の方法との比較を行う必要がある｡
またここで求めた定理3.1と定理3.2はほとん
ど修正無しにLaplace変換に対しても成り立つ｡
その応用も興味ぶかいものがあると思われる｡
(おくむら ひろぞう 助教授)
(1993.4.5 受理)
とし､データyz･を関数 S(i)で最小二乗近似す
-43 -
44 長野大学紀要 第15巻第1号 1993
参 考 文 献
[1] 日野幹雄 :スペクいレ解析,朝倉書店 (1977) [4] Nurnberger,G∴ApproximationbySpline
[2] Hamming,R.W∴NumericalMethodsfor Functions,Springer-Verlag (1989)
ScientistsandEngineers,McGrawHil,(1962) [5] 奥村博造､北岡正敏 :Bスプライン関数の正規
[3] 市郎告三､吉本富士市 :スプライン関数とその 化とその応用,日本経営数学会誌 Vol.14,1-4
応用,教育出版 (1979) (1992)
-44 -
